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1. Unidad 4: La transformada de
Laplace y su aplicacion para
resolver ecuaciones diferenciales

Tema 1: Introduccion a la transformada de Laplace.

Objetivos:

e Definir la Transformada de Laplace.

e Determinar la transformada inversa de Laplace.

e Conocer las funciones escalonadas.

e Aplicar el primer y segundo teorema de traslacion.

Introduccion:

El método de la transformacién de Laplace es una técnica para resolver ecuaciones
diferenciales con condiciones iniciales. Se usa comunmente para resolver problemas
de sistemas y circuitos eléctricos. Pierre Laplace fue un astrénomo, fisico y
matematico de origen francés; a el se atribuye el nombre de una de las transformadas
mas importantes en el campo de estudio de las ecuaciones diferenciales.

En este subtema se determinard cdmo usar la transformada de Laplace para resolver
ecuaciones diferenciales. Hay muchos tipos de transformaciones en el mundo. Las
transformadas de Laplace y las transformadas de Fourier son probablemente los dos
tipos principales de transformaciones que mas se utilizan. Como se estudiard en
secciones posteriores, se puede usar transformadas de Laplace para reducir una
ecuacién diferencial a un problema de algebra. El dlgebra puede ser desordenado en
ocasiones, pero serd mas simple que resolver la ecuacidon diferencial directamente en
muchos casos. Las transformaciones de Laplace también se pueden usar para resolver
problemas de valor inicial (PVI) en las que no se puede usar ningun método
anteriormente estudiado (Zill, 2008).

Para ecuaciones diferenciales "simples" como las de los primeros subtemas, las
transformaciones de Laplace seran mas complicadas de lo que se necesita. De hecho,
para la mayoria de las ecuaciones diferenciales homogéneas, las transformaciones de
Laplace son significativamente mas largas y no tan utiles. Ademas, muchas de las
ecuaciones diferenciales no homogéneas ‘"simples" en los Coeficientes
Indeterminados y la Variacién de Pardmetros son ain mas simples (o al menos no mas
dificiles que las transformadas de Laplace) (José Becerril, 2004). Sin embargo, en este
punto, la cantidad de trabajo requerida para las transformaciones de Laplace esta
comenzando a ser igual a la cantidad de trabajo que se empled en las unidades
anteriores.
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2. Informacion de los subtemas

2.1 Subtema 1: Definicibn y propiedades de la
transformada de Laplace.

Definicion de la transformada de Laplace

Sea la funcién f(t) una funcién continua por tramos o en todo su dominio. La
Transformada de Laplace de f(t) es denotada como L{f(t)} y se define como la
integral impropia:

+00

LF ) = j et £(8) dt

0
(DiPrima, 2010).

De la definicidn anterior, se tiene una notacién alternativa para las transformaciones
de Laplace. Por conveniencia, a menudo se denotard la transformada de Laplace
como:

LIF (O} = F(s)

Con esta notacion alternativa, tenga en cuenta que la transformada de Laplace es
realmente una funcidon de una nueva variable, esta variable es “s” y toda la expresién
qgue depende de t en la funcion se abandonara en el proceso de integracién. Ahora, la
integral en la definicion de la transformacion es una integral impropia y
probablemente seria mejor recordar cdmo funcionan este tipo de integrales antes de
poder calcular algunas transformaciones (Lang, 1980).

Adicionalmente, una funcién continua por tramos o también llamada seccionalmente
continua, es aquella que es continua en todo su dominio excepto en una cantidad
finita de puntos, un ejemplo se muestra en la siguiente figura (William Boyce, 2010).
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Figura 1: Funcidon continua por tramos (seccionalmente continua).

Fuente: Creative commons Microsoft Word.

Ejemplos:

1. Calcular: L{1}

Solucion:

Para este caso, se tiene que f(t) = 1. Aplicando la definicion de la transformada de
Laplace, se tiene:

+0o0 +00
L{1} = J e St (1) dt = j e St dt
0 0

En esta ultima expresidn, debido a que se tiene una integral impropia, se aplica el
cambio de variable en el extremo superior de integracion y se aplica limite en dicha
variable, esto es:

b
£L{1} = lim j e St dt
b—-+o
0
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Luego se calcula la integral impropia primero integrando, luego evaluando los limites
de integracion y finalmente calculando el limite al infinito, de ahi que:

£{1} = lim le_“l|g

b—>+c | —S

e—sb e—s(O)
L{1} = lim [ — l
b+ | —§ —S

. e—Sb 1
L{l} - bl—1>r+¥lw __ S ;
] [ 1 17
L} = bl—lgloo | sesp + s

En esta ultima expresidn se puede observar que cuando "b" tiende al infinito,

entonces la primera fraccién tiende a cero siempre que "s" sea positivo y la segunda
fraccion al ser contante queda igual; por lo tanto:

1
=2, 5>0

Como se puede observar, la transformada de Laplace resulta una expresiéon que
depende de una nueva variable, en este caso "s". Se debe tener en cuenta que se tuvo

oa_n

gue poner una restriccién en “s” para poder calcular la transformacidn. Todas las

a_n
S

transformaciones de Laplace tendrdn restricciones en “s”. En esta etapa del juego,

esta restriccion es algo que tendemos a ignorar, pero realmente nunca debemos
olvidar que esta ahi.

2. Calcular: L{e®}

Solucion:
Para este caso, se tiene que f(t) = e%. Aplicando la definicién de la transformada de
Laplace, se tiene:

+00 +00

L{e%} =f e St (e®) dt = f e(@=9t gt
0

0
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De igual manera que el caso anterior, debido a que se tiene una integral impropia, se
aplica el cambio de variable en el extremo superior de integracién y se aplica limite en
dicha variable, esto es:

b
L{e%} = blir;n fe(“_s)t dt
0

Luego se calcula la integral impropia primero integrando, luego evaluando los limites
de integracion y finalmente calculando el limite al infinito, de ahi que:

(a-s)t
. e b
Le®} = bgrpoo [ a—s l |0

L{e%} = lim -

b—->+o

e(a_s)b e(a_s)(o)
a—s a—s

(a-s)b
e 1
L{e%} = lim +

b>+w| a—s s—a

e} = i L |
€ B b—1>r-|¥loo (a — S)e(a—s)b Ss—a

En esta ultima expresidn se puede observar que cuando "b" tiende al infinito,
entonces la primera fraccion tiende a cero siempre que "a — s" sea positivo (es decir,
s > a) y la segunda fraccion al ser contante queda igual; por lo tanto:

1
L{eat}=s_a , s>a

3. Calcular: L{sen(at)}

Solucion:

Para este caso, se tiene que f(t) = sen(at). Aplicando la definicién de la
transformada de Laplace, se tiene:
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L{sen(at)} =j et (sen(at)) dt = f sen(at)e st dt
0 0

Asi como en los casos anteriores, se procede con la integracién impropia:

b
L{sen(at)} = blirp fsen(at)e‘“ dt
0

Para este caso, primero se realizard la integracién por partes de la expresién
fsen(at)e‘“ dt. Se realizan los cambios de variables respectivos:

u=est - du = —se™St dt
cos(at)
dv = sen(at)dt - V= —

Aplicando la fdrmula de integracioén por partes:

a a

jsen(at)e"“ dt = e~ st (- M) — J<_ M) (—se=Std)

1 s
fsen(at)e‘“ dt = - e St cos(at) — Ef cos(at) e™St dt

En el miembro derecho de la ecuacidon nuevamente se tiene que aplicar integracién
por partes:

- du = —se St dt

t
dv = cos(at)dt - v= &(a)
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Reemplazando nuevamente se tiene:

a a

fsen(at)e‘“ dt = 1 e St cos(at) — ile‘“ M - J<M> (—se~st dt)l
a a

1 sl s
f sen(at)e™" dt = —— e~ cos(at) —— [Ee_St sen(at) +— j sen(at)e s dt]

1 s s?
fsen(at)e"“ dt = - e St cos(at) — Fe‘“ sen(at) — o fsen(at)e"“ dt

En este caso se tiene una ecuacién integral en la que se procede a despejar la
antiderivada solicitada:

2
S 1 S
Jsen(at)e"“ dt + = Jsen(at)e"“ dt = - e St cos(at) — ;e"“ sen(at)

Agrupando vy factorizando:

s? 1 s
—st — __ ,-st _
<1 + —a2> fsen(at)e dt = o€ [cos(at) + asen(at)]

Despejando y manipulando algebraicamente se tiene:

1
—= s
fsen(at)e‘“ dt = —az e~st [cos(at) + —sen(at)]
(1+2) ‘
22
1
—= s
fsen(at)e"“ dt =—9__ ¢st [cos(at) + Esen(at)]

a? + s2
az

sen(at)e™st dt = ——
f (at) a? + s?

e~st [cos(at) + gsen(at)]
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Introduccién a la transformada de Laplace = : DN|_| NE
Ahora, retomando la integral impropia, se tiene:
L{sen(at)} = lim {_— et [cos(at) + isen(at)]} |b
b—+o (g2 + 52 a 0
Sacando la constante del limite:
L{sen(at)} = — lim {e"“ [cos(at) + isen(at)]} |b
a? + s2 p>+w a 0
Evaluando los limites de integracion:
L{sen(at)} = ¢ lim {e"Sb [cos(ab) + iSen(ab)] — 75O [COS(O) + isen(O)]}
a? + s2 b+ a a
- s
_ : —sb — —
L{sen(at)} = Zrs? bl_l)rpoo {e [cos(ab) " sen(ab)] 1}
—a cos(ab) — %sen(ab)
L{sen(at)} = —=—— lim —

a? + s2 b-+oo esp

En esta ultima expresidn se puede observar que cuando "b" tiende al infinito,
entonces la primera fraccion tiende a cero siempre que "s" sea positivo (es decir, s >
0); esto se cumple porque la expresion del numerador corresponde a una funcién

acotada; por otro lado, la segunda expresion al ser contante queda igual; por lo tanto:

a

L{sen(at)} = o

, s>0

Como se pudo observar de los ejemplos anteriores, para determinar la transformada
de Laplace existe casos muy simples, asi como también cdlculos que ameritan un
mayor esfuerzo y procedimiento para lograrlo.

A continuacién, mediante una tabla, se presentan algunas transformadas de Laplace:
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Introduccién a la transformada de Laplace : DNL' NE
Funcién f(t) Transformada L{f(t)} = F(s) Condicién
k k s>0
et 1 s>a
s—a
t" , nezt n! s>0
Sn+1
tP , p>-—-1 r'b+1) s>0
Sp+1
sen(at) a s>0
s? + a?
cos (at) S s>0
52 + a?
senh(at) a s> |al
cosh (at) S s > |al

Tabla 1: Transformada de Laplace de algunas funciones

Fuente:(William Boyce, 2010)

En la tabla anterior, se muestran algunas funciones utilizadas con poca frecuencia en
cursos basicos de Matematica, su uso estd mas concentrado en la Estadistica y en la
aplicacién de la transformada de Laplace para resolver ecuaciones diferenciales, estas
son las funciones hiperbdlicas y la funcidn Gamma. A continuacién, mediante otra
tabla, se definen de forma sencilla estas funciones:
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Funcidn especial

f(t) = senh(t)

f(t) = cosh(t)

f@®) =T

Tabla 2: Definiciones de algunas funciones especiales

Definicion

t -t

O ="—=—

et +et

O =—

+00

f(® =J. 1 e Tdr

0

Algunas propiedades importantes:
rm)=mn-1", nezt

I'n+1)=nTI(n)

ra) =1
rz)=v

Fuente:(Apostol, 1960)

Propiedades de la Transformada de Laplace

Dominio

La transformada de Laplace posee muchas propiedades que se aplican tanto en su

definicion como en su aplicacion a los problemas de valor inicial (PVI) de las

ecuaciones diferenciales, entre estas se tiene:

Propiedad de Linealidad

Sean f(t) y g(t) dos funciones, entonces:

Liaf(©) + Bg(t) } = aL{f () } + BL{g(D) }

Para cualquier constante «, f € R.

FORMATO CONTROLADO: FR0018/ v1.0 / 18-11-2019
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Propiedad de cambio de escala

Sea f(t) una funcidn con transformada de Laplace F(s) yseaa € R — {0}, entonces:

1 s
Lif@}=—F(>)
Propiedad de desplazamiento
Sea f(t) una funcién con transformada de Laplace F(s), entonces:
L{e¥f()} = F(s—a)

Para cualquier constante a € R.

Propiedad de la derivada

Sea f(t) una funcién derivable con transformada de Laplace F(s) y cuyo valor inicial
f(0) estd definido, entonces:

d(f (©)
a

}=sF(S)—f(0)

Propiedad de la segunda derivada

Sea f(t) una funcidn dos veces derivable con transformada de Laplace F(s) y cuyos
valores iniciales f(0), f' (0) estan definidos, entonces:

d2
e L CRLICRIR0

Propiedad de la n-ésima derivada

Sea f(t) una funcién n veces derivable con transformada de Laplace F(s) y cuyos
valores iniciales £(0), f' (0), ..., f™~1 (0) estan definidos, entonces:

d"(f()
ar

FORMATO CONTROLADO: FR0018/ v1.0 / 18-11-2019
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Propiedad de la integral

Sea f(t) una funcidn integrable con transformada de Laplace F(s), entonces:

L ff(t)dt =§F(s)

Propiedad del producto con el monomio t

Sea f(t) una funcidn con transformada de Laplace F(s), entonces:

d(F(s))

L f(O)) = ———

Propiedad del producto con el monomio t"

Sea f(t) una funcidn con transformada de Laplace F(s) y sean € N, entonces:

dn
cen o) = (-r D

Ejemplo:

Calcular: L{4e3tt5 + 3senh(2t) — tcos(t)}

Solucion:

En esta transformada, primero se aplica la propiedad de linealidad, quedando de esta
forma tres transformadas a calcular, esto es:

L{4e73't> + 3senh(2t) — tcos(t)} = 4L{e 3't>} + 3L{senh(2t)} — L{tcos(t)}

Luego, se aplican respectivamente, las propiedades de desplazamiento, cambio de
escala y el producto con el monomio t:

Aplicando propiedad de desplazamiento:

FORMATO CONTROLADO: FR0018/ v1.0 / 18-11-2019
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L{e 3>} = F(s+3)
Donde:

5!
F(S) = L{ts} = S_6

De ahi que:

51

U™ = iy

Aplicando propiedad de cambio de escala:

L{senh(2t)} = %F (%)

Donde:
F(s)= L h(t)} =
() = L{senh(t)} = 57—
De ahi que:
1 1 1 1 1 4 2
L{senh(Zt)}—E(E)z_l— 0S4 257_4 s2-2
2 4

Aplicando propiedad de producto con el monomio t:

d(F
L{tcos(t)} = — (dgs))
Donde:
F(s) = L{cos(®)} = -
De ahi que:
d 2;
L{tcos(t)} = —%
(D(s? +1) = (5)(29)
L{tcos(t)} = — GI1 D)2
s2+1—2s?
L{tCOS(t)} = —W
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1—s?
L{tCOS(t)} = —(52+—1)2
s?—1
[,{tCOS(t)} = m
Finalmente, se tiene:
5! 2 s?—1

L{4e73tt5 + 3senh(2t) — tcos(t)} = 4 3

' B
(s+3) s2—-4 (s?2+1)?

480 6 s?—1

—3t4+5 — = -
L{4e™>'t> + 3senh(2t) — tcos(t)} (s+3)6+52 4 (321 1)
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2.2 Subtema 2: Transformada inversa de Laplace.

Transformada inversa de Laplace

Encontrar la transformacién de Laplace de una funcién no es terriblemente dificil si se
tiene una tabla de transformaciones disponible para usar, como la mostrada en
subtema anterior. Lo que ahora se debe hacer es todo lo opuesto. Se van a dar las
transformadas F(s), y se debe preguntar qué funcién (o funciones) se tenian
originalmente para haber obtenido dicha transformada. Como se estudiarda a
continuacién, esto puede ser un proceso mdas complicado y largo que tomar
transformaciones. En estos casos se dice que se esta calculando la Transformada de
Laplace Inversa de F(s), cuya notacién es:

L7HF(s)} = f(®)
(José Becerril, 2004).

Ejemplo:

1. Calcular: £L71 {65—_5}

s2+5

Solucion:
En muchos casos, para determinar la transformada inversa de Laplace, se
deben separar las fracciones y aplicar propiedad de linealidad de la siguiente
manera:

6s—5 6s 5 S 5
-1 _ r-1 _ — ar-1 _r-1
£ {sz + 5} £ {52 +5 s2+4 5} 6L {52 + 5} £ {52 + 5}

Luego, se debe observar muy detenidamente la similitud de las transformadas

presentes y se debe comparar con las conocidas en la tabla dada en el
subtema anterior. En el primer caso se tiene una expresidon similar a la
transformada de la funcion coseno y en el segundo caso se tiene una similitud
con la funcién seno. Una vez detectadas las similitudes, se procede a realizar
los ajustes con respecto a los factores presentes o faltantes, esto es:

( V5 )
! {E} _ 612‘1{ S }_L—l L
st+5 2+ 5 Lsz+\/§2J

-1 6s—5) L1 S 5 = V5
{SZ-I'S}_ {52 +\/§2}_\/_g {52+\/§2}

FORMATO CONTROLADO: FR0018/ v1.0 / 18-11-2019
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65 —5 5
£ {Sj - 5} = 6cos(V5t) — \/—gsen(\/gt)

2. Calcular: £L71 {52 _:,7_12}

Solucion:

Para calcular la transformada inversa de Laplace en este tipo de expresiones,
se pueden aplicar algunos métodos; se puede aplicar descomposicion en
fracciones parciales o también se puede aplicar completacion de cuadrados en
el trinomio del denominador. En este caso se aplicard completacién de
cuadrados.

Completando cuadrados, se tiene:

L‘l{ s+7 }—L‘l{ s+7 }
s2—4s—12) (s2—4s+4)—4—12

1 s+7 1 s+7
O e R (e
s?2 —4s—12 (s—2)2-16

Luego, se separan las fracciones y se aplica linealidad:
e e
B (s—2)2—-16 (s—2)2-16

e
s2 —4s—12
En la primera transformada inversa a calcular, se puede observar cierta
similitud con la funcién coseno hiperbdlico, pero ademas se debe observar que
existe una especie de desplazamiento; para realizar ese ajuste, se suma y se
resta 2 unidades y ademds también se ajusta la segunda fraccion:

-1 {i} L1 {(_9—(52;—22—)16} +L7 {(5—2;;2—16}

s2 —4s—12
De esto ultimo, se puede decir lo siguiente:

1 s+7 o 9
L {m}—ﬁ {F(S—Z)}-i‘zﬁ {G(S—Z)}

Por propiedad de desplazamiento, se tiene:

_1{ s+7

gl DU O 1L E)

FORMATO CONTROLADO: FR0018/ v1.0 / 18-11-2019
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Donde:

S
F($) =7 7¢

4
G() = 7 7¢

Por lo tanto:

-1 {L} = e?'cosh (4t) + 2e”senh(4t)
s2—4s—12 4

FORMATO CONTROLADO: FR0018/ v1.0 / 18-11-2019
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2.3 Subtema 3: Funciones escalonadas

Funciones escalonadas

Antes de proceder con la resolucién de las ecuaciones diferenciales utilizando la
transformada de Laplace, se deben estudiar dos funciones conocidas como
escalonadas que permitirdn simplificar ciertos problemas (Edwin Purcell, Dale
Varberg, 2007). A continuacién, se definen estas funciones escalonadas y
adicionalmente se muestran sus correspondientes transformadas de Laplace y las
propiedades consecuentes.

Funcion Escalon Unitario o Heaviside
Definicidon de Funcion Escalon Unitario
La funcidn Escaldn Unitario se define como:

1;sit>c
'uC(t)_{O;sitSc

Su grafica se muestra a continuacion:

08f
0.6

0.4

O - - - - ——— - - - D

0.0

0200 . Rkt PR PP i

=

Figura 2: Grdfica de la funcién Escaldn Unitario p(t).

Fuente: Creative commons Microsoft Word.
Propiedades de la Funcion Escalén Unitario

Mediante una tabla, a continuacidon, se presenta la transformada de Laplace de la
funcién Escalén Unitario y de la transformada del producto de esta funcién con
cualquier otra.
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Funcién Transformada de Laplace Condicion
pe (1) e s>0
s
pe(O)f(t =) e “F(s) s>a

Tabla 3: Transformada de Laplace y propiedad de la funcion Escaldn Unitario

Fuente:(Aguirregabiria, 2000)

Distribucion Impulso Unitario o Delta de Dirac

El concepto de Distribucién es un concepto mucho mas generalizado que el de

funciones, este es el caso de la Distribucién o funcién generalizada Delta de Dirac. La

teoria de Distribuciones amplia mucho mas el panorama de la teoria de funciones y

como ejemplo, para aplicaciones mds interesantes se tienen la Distribuciones

Temperadas de Laurent Schwartz, quien fue un matematico de origen francés.

Definicion de Distribucion Impulso Unitario

La distribucion Impulso Unitario se define como:

1;sit=c
SC(t)_{O;sitic

Su grafica se muestra a continuacion:
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Figura 3: Grdfica de la funcion generalizada Impulso Unitario 6,(t).

Fuente: Creative commons Microsoft Word.
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Transformada de Laplace de la Distribucion Impulso Unitario

Mediante una tabla, a continuacién, se presenta la transformada de Laplace de la

funcién generalizada Impulso Unitario.

Funcion

Transformada de Laplace

Condicion

6c(t)

e—CS

s>0

Tabla 4: Transformada de Laplace de la distribucion Impulso Unitario

Fuente:(Aguirregabiria, 2000)
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2.4 Subtema 4: Primer y segundo teorema de
traslacion

Primer y segundo teorema de traslacion

Estos dos teoremas ya fueron estudiados en los subtemas anteriores; sin embargo, es
importante diferenciar estos teoremas de las demas propiedades de la Transformada
de Laplace debido a sus aplicaciones cuando aparecen productos entre funciones. A
continuacion, mediante la siguiente tabla, se muestran los teoremas de traslacion.

Teorema Expresion Transformada de Laplace Condicidn

Primer Teorema e f(t) F(s—a) s>0
de Traslacion

Segundo Teorema | u.(t)f(t —c) e F(s) s>0
de Traslacion

Tabla 5: Teoremas de Traslacion

Fuente:(Aguirregabiria, 2000)
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